Opakovani - Soustava hmotnych bodu
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» Soustava N ¢astic,
napft. molekuly plynu v uzaviené nadobé

Vi _ _ . _ _
* Poloha i-teho bodu: I} = X;€, + Y€, + 7€,
. _odar
* Rychlost, hybnost i-t¢ho bodu: V. = P.
dt’
N . _dF
. « Zrychleni I-tého bodu: a = —2'
y dt
N

 Hmotnost soustavy hmotnych bodu M = Z m.

i=1

—
W Wew

* Hmotny sti‘ed (tézisté): RT =

|



Opakovani - Soustava hmotnych bodu — pohybové rovnice

Z A - ~ .
m. \If __ |: « Sila piisobici na i-ty hmotny bod :  F.
F «— ~ F- = E F- * Silu ktera nam piisobi na i-ty hmotny bod si miZzeme predstavit
f N If slozenou ze dvou vyslednic:
= _(FE , CI
L F=Ff+F
F. X / \

y vyslednice vnéjSich sil  vnitini sily, kterymi piisobi vSechny

pusobicich na i-t}'/ bod  hmotné body soustavy na i-ty bod

X

* Pro vyslednici vnitinich sil plati: F ! Z F ! _i_' =

 Podle 3. Newtonova zakona plati: | | i
Fij = _Fji = ZZ R =

» Podle 2. Newtonova zakona je vysledna sila pﬁsoblcl na soustavu

R N _ N _ N N r N dV drjl
SDWEDUAS DIADUTAED W
I I i J =1 =1 1=1



Opakovani - Soustava hmotnych bodu — pohybové rovnice
» Uvazime-li:

N dﬁi_d N _}_@
Zdt _dtzpi_dt

* 1. véta impulzova pro vyslednou silu:
,,Casova zména celkové hybnosti soustavy hmotnych bodi je rovna vyslednici
vnéjSich sil pisobicich na soustavu a ma s ni stejny smér.*

. Q.. d dP d’R
F=)>FfF=—"Yp=— =M U
Z L dt s P dt dt?

* Pro konecny Casovy interval (1, t,) dostaneme integraci:

t
5P, - | Fd
tl



Opakovani - Soustava hmotnych bodu — pohybové rovnice

* V ptipadé¢ izolované soustavy hmotnych bodii je vyslednice vnéjSich sil piisobicich
na soustavu nulova a z 1. véty impulzove:

= Sz, dP 5 g
F=>F _O_E — P =MV, =konst.

« Zakon zachovani hybnosti:
,,Celkova hybnost izolované soustavy hmotnych bodii se neméni.*

* Pusobi-li na i-ty hmotny bod sila Ifi pak moment sily - o
vzhledem k pocatku soustavy soutadné je: M P = [rl X Fi ]

* Pro celkovy moment sil vzhledem k pocatku soustavy soufadné dostaneme:

N N N
M :ZMi =Z[Fi>< Fi]:Z[FiX(FiI + FiE)]: M'+M*
=1 =1 =1
* Celkovy moment sil vzhledem k poc¢atku soustavy soufadné je roven vyslednici

momentt vngjsich sil: S e S -
N =M= [ ]
=1



Opakovani - Soustava hmotnych bodu — pohybové rovnice

 Pro i-ty hmotny bod tedy plati:

i:ii ::t[ﬁxpi]:Mi :[ﬁxﬁ]

 Pro celou soustavu poscitame pies vSechny hmotné body:

—>

N NB é
Zdt Zl dt

1=1

Z

<

=1

e 2. véta impulzova:
»Soucet momentl vnéjSich sil pusobicich na jednotlivé hmotne body

soustavy je roven ¢asove zméné celkového momentu hybnosti soustavy.

* Pro konecny €asovy interval (t;, t,) dostaneme integraci:

4
5-5,-8, - [Md

b

o
—
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Opakovani - Soustava hmotnych bodu — pohybové rovnice
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* Neméni-li se hmotnosti jednotlivych hmotnych bodu s Casem,
potom rychlost hmotného stredu soustavy:

o drR, 1 dr) 1 q_iN
VT_dt_MZ( dtj |\/|Z _I\/IZ

=1 =1

* Pro celkovou hybnost soustavy hmotnych bodi:

#:Zp’i =
i=1

W W W

—

V. =0 = B =0

» da se ukazat, Ze 2. véta impulzova plati 1 pokud vztahujeme moment hybnosti a moment
sily vii¢i hmotnému stfedu soustavy:

dB,

—

S



Tuha soustava hmotnych bodu —Tuh¢ téleso

7 4 * Volna soustava hmotnych bodi. Polohové vektory jsou
nezavislé a k ur€eni polohy je nutné 3N soufadnic.
d\/d * Volna soustava hmotnych bodi ma 3N stupnii volnosti.
_, m : :
N * Tuha soustava hmotnych bodu. Vzdalenosti mezi
r jednotlivymi hmotnymi body se neméni:
r N N\ . moodm
N ;| =|F; - | = konst. p_p(r)_\lllTov =N
N y B
Ry =4t — =V =—[rpdV, kde [pdV =[dm=M
Z m. _[P dv. My v v
|
i—1 v

» Uddnim poloh tfi hmotnych bodii v tuhé soustavé, které nelezi na jedné piimce je
jednoznacné urcena poloha vSech bodii soustavy. Tti1 polohové vektory maji devét
soufadnic, ale musi spliovat tyto tfi rovnice:

dkl :‘Fk_ﬁ

) dkm :‘ﬁ(_rm

, d, =i -] = 6stup.volnosti



Tuha soustava hmotnych bodu —Tuh¢ téleso

/o » Misto stanoveni tfi pevnych bodu v télese, miZeme urcit
zt //__ ________ N polohu télesa stanovenim polohy jednoho bodu napf. A,
—  / \\\ osy prochazejici timto bodem a otocenim télesa kolem
4 / /4
/ /__——\ tétoosy.
s’; P/ /’”‘ - \\ \‘\"\ . W W . W . . W
; NVANY. \*» Poloha bodu A je ur¢ena tfemi soufadnicemi, smér osy
\\ - . /4 | je urCen jednotkovym vektorem, tedy dv€éma tdaji
\ A “_/ aotodeni kolem osy jednim:
,
A e L o
) o R=(xy.2) i=(n,n,,n,)kde[i|=1 o

* bod A a 0sa 0 zachovavaji po celou dobu pohybu v télese i prostoru stalou polohu.
X  Jedinou ¢asové promeénnou veli¢inou je thel oto€eni a udanim jeho ¢asove zavislosti

je pohyb urcen : o= (D(t)

» Uvedeny pohyb se nazyva rotaci tuhého télesa kolem pevné osy. Otaci-li se
téleso kolem pevné osy maji vSechny body télesa v kazdém okamzZiku stejnou
uhlovou rychlost a stejne thlové zrychleni:

2
dt dt  dt’




Tuha soustava hmotnych bodu —Tuh¢ téleso

* ObecngjSim pohybem tuh¢ho télesa je pohyb, pii

kterém pouze jeden jeho bod A zachovava v télese

1 prostoru stalou polohu. Tento pohyb nazyvame rotaci
_ tuhého télesa kolem pevného bodu.
- Zavedeme vektor thlové rychlosti, jehoz smér je shodny
| s osou otaceni, ktera se mize menit s Casem, pak podle
/ / Eulerovy véty je rychlost libovolného bodu otac¢ejiciho
se télesa dana vzorcem :

: . V=a(t)xF, v=orsina=aR

ZA

* Pohyb pfi kterém maji vSechny body tuhého télesa stejny vektor rychlosti nazyvame
X ym nebo-li translaénim pohybem:
posuvnym nebo-li translacnim pohybem: . _
v =V, (t)

Chaslesova véta (teorém): Libovolny pohyb tuhého télesa 1ze slozit z posuvného
pohybu a rotace kolem pevného bodu. Rychlost libovolného bodu tuhého télesa 1ze
urcit slozenim rychlosti jednoho libovolného bodu A télesa a rychlosti dan¢ ota¢enim

kol hoto bodu:
olem tohoto bodu V(t)=\7T (t)+cT)(t)><F



Otaceni a posunuti

posunuti (translace) otoCeni (rotace)
* vSechny body télesa se pohybuji po * vSechny body télesa se pohybuji po
rovnobéznych trajektoriich kruZnicich okolo osy otaceni




Pohyb tuh¢ho télesa

* Chaslesova véta (teorém)

Libovolny pohyb tuhého télesa Ize slozZit z posuvného pohybu a rotace kolem pevného bodu

* hmotny sted se pohybuje jako hmotny bod v némz se soustfedéna celd hmotnost télesa a
na ktery plisobi vyslednice vSech vné;Sich sil

dv d’R
L-M— (1. impulsova véta)

IEE_dIS Tt
dt dt*

—=— =Ma, =M
dt

* ¢asova zmeéna momentu hybnosti soustavy vzhledem k hmotnému stfredu
je rovna vyslednému momentu vnéjSich sil i ~

_ dB

ME =—
dt

(2. impulsova véta)



Tuhe¢ téleso — otdaceni kolem pevné osy — moment setrvacnosti

Z A
» Zvolime soustavu soufadnou tak, ze osa Z bude totozna s
osou otaceni 0.
» Pohybovou rovnici ziskame Upravou tieti slozky 2. véty
P impulzové:
s \ p de M
Vb » B, = Z[r. x MV, ]z = Z(Ximiviy - yimivix)
\ =1 =1
X """"""""""""""" "« Pfi rotaci kolem pevné osy se i-ty hmotny bod pohybuje po kruznici a tedy:

X; = R; cos ¢, yi =R;sing,

do, . do

dt dt

U tuhé soustavy hmotnych bodl jsou thlové rychlosti vSech bodu stejné:

N N
%:a):d_(p — BZ:ZmiRiza):a)ZmiRiZEa)J
dt dt i=1 i=1



Tuhe¢ téleso — otdaceni kolem pevné osy — moment setrvacnosti

Z A
t » Jelikoz jsou pro tuhou soustavu hmotnych bodi vzdalenosti

" hmotnych bodi od osy otaCeni konstantni, miZzeme definovat
moment setrvacnosti:

N
J=) mR’ = [R*dm=[R?*pdV = [[[R?pdV
=1 M Vv Vv
» * Z-0Vou slozku pohybove rovnice miiZzeme tedy psat ve tvaru:

X ______________________ dJw ] d_a) S Thallh d°e =M, =M,

dt dt dt®

>l

» Kde sloZku vysledného momentu vnéjSich sil do sméru osy otaCeni nazyvame vyslednym
momentem vnéjSich sil vii€i ose otaceni, kde obecn¢:

—

My=n-M=nM, +n M +nM,
M =3 (i xFF)



Tuhe¢ téleso — otdaceni kolem pevné osy — moment setrvacnosti

» JelikoZ jsou pro tuhou soustavu hmotnych bodl vzdalenosti
hmotnych bodl od osy otaceni konstantni, miZzeme definovat
moment setrvacnosti:

e N
J=) mR’=[R*dm=[R?*pdV = [[[R?pdV
=1 M Vv v
\ fag >
\ * Zvolime li osu z shodnou s osou otaceni tuhého télesa:
N

R =\/m:> J :_“(x2 + yz)pdv =H_[(x2 + yz)pdv

* Moment setrvacnosti Ize take vyjadrit jako sou¢in hmotnosti télesa a ¢tverce jisté stiedni
vzdalenosti R, v niz by musela byt soustfedéna hmotnost télesa M, byl roven momentu
setrvacnosti t€lesa. Vzdalenost R se nazyva polomér setrvaénosti (gyracni polomér) télesa

pro danou osu:
J=MR! =R, :‘/i
M



Tuhe¢ téleso — otaCeni kolem pevné osy — kineticka energie

» Vratime se ke Konigové vété - celkova kineticka energie soustavy hmotnych bodu je rovna
souctu kineticke energie hmotného stfedu a vnitini kinetické energie soustavy.

va —Mv += va,T_;l\/lszJrE,'<

» Jestlize soustava (teleso) kona pouze posuvny pohyb V tomto pripad¢ je rychlost vSech bodii
a tedy 1 t€zi8t€ stejna a kineticka energie:

Z ~mv? —Mv

» Jestlize se soustava (téleso) otaci kolem pevne 0sy okamzitou uhlovou rychlosti @ potom pro
Kinetickou energii soustavy dostaneme'

N
v=Ro = E z ~m.yv’ Z%miRiza)z:%a)zZminnga)z
=1 =1

* Soustava (t€leso) kona obecny pohyb, ktery 1ze v kazdém okamziku nahradit posuvnym
pohybem a rotaci kolem osy prochazejici t€ziStém:

1 1
Ey ZEMVT2+EJOCO2



Analogie otaceni a posuvu
posunuti

» vzdalenost X o kolik se téleso posunulo

_ o dr
.MV:dX/dt V:E

o av
e zrychlenia =d?x /dt? A= a

*sila F =
» hybnost p P
o - dp
» 2. Newtonuv zdkon F = o
« hmotnost m
o . 1,
e kineticka energie ~ Ey = > mv
. P
e |. Impulsova véta F°© = Y

otoceni

» thel @ o kolik se téleso otocilo

. xv
« thlové rychlost ® = d¢/ dt 0=—
I
. dw
e Ghlové zrychleni e = d?¢p/dt? &= .

* moment sily M, =xF, -y F, M=FxF

- moment hybnosti B, =xp, —yp, B=Fx P

« 2. Newtontv zdkon M =—

 moment setrvacnosti J = Z mR* = I R?pdV
i Y

1
e kinetickd energie = Ex = 5 Jo*

'
dt

« 2. Impulsova véta ME




Moment setrvacnosti - tyce

dm | >>r
» moment setrvacnosti homogenni tyce délky | 0
* pro osu otaceni na kraji: dV = Sdx = 7r"dx M
X
J = szdm jpxzdv = J= pS_[xzdx i |>>ab §
. il
3 3 3

X > 0 1 dV = Sdx = abdx
J=pS| —| =pS| ——— |==MI?

3 | 3 3] 3
» moment setrvacnosti homogenni tyce délky | dm oA 1/2>>r
* pro osu otaCeni uprostred tyce: . 0

1 dV = Sdx = zrdx M
X
J= j pCdV = J = pS [ X*dx
T dm 1/2>>a,b 5
| _

SR IO RO R
J=pS|—| =pS|2 4222 |- _— M|® dV =Sdx=abdx

3| 3 3| 12

2




Moment setrvacnosti - kvadru

* moment setrvacnosti homogenniho kvadru 0 ij

ve smeru osy Z:

J, = jRde:pJ(x2+y2)dV =
M V

|4 14 14 4 14 14 A V = abc T Z
* pro osu otaceni prochdzejici hmotnym stfedem |
|
1
|

= p_[ x*dV +pj ydV
Vv Vv X b
c/2 bl2 al2 b/2 al2
pj x°dV = p j j szdxdydz =Cp j szdxdy =
\Y —c/2-b/2-al2 -b/2-al2
al2 3778/2 3 2
) X 2(a a
Cbp_ j/ 2x dx Cbp{ 3 LZ chp 3(2j e

2 2 1.2
ply‘dv =pV = 3= pv @D M
J 12 : =PV T 12( )




Moment setrvacnosti - kvadru

* moment setrvacnosti homogenniho kvadru 0

* pro osu otaceni prochdzejici hmotnym stfedem
ve smeéru osy Y:

J, = _[dem:,oj'(x2 +22)dV =
M V

_ 2 2
_p\'[x dV—i—p{[Z dVv /X :
2 C2 ' :,
,0\_/[ x“dV =pV i_Z ,0\_/[ 2°dV = oV E
2 2 5 5
J,=p alJ;C =M(a2+cz) szpvblzc :Il\/l(b2+02)



Opakovani - obloukovy element kiivky 3D

kartézska soustava: s = (dX)2 (dY)Z (dZ)2 )UZ
(Ap) +(pde) + (2 |
sféricka soustava: ds = (d ) (I’dtg) (I’ sin lgdq))z)l/Z
dSi = hidqi ds = (

h, — Laméovy koeficienty

cylidricka soustava: s =

F +(ds, P +(ds,  J* = ((hdg, ¥ + (h,diq, )2 + (hydig, )} °

soustava soufadnic h, h, hg d, d, o
kartézska 1 1 1 X y Z
cylindricka 1 Yo, 1 Yo, @ 4
sféricka 1 r rsin 9 r g @

Objemovy element: dV =ds, ds, ds, = h,dg,h,dq,h,dq,
Sféricka soustava souradnic - objemovy element:  dV =r?sin 9drd 9d¢

Cylidricka soustava souradnic - objemovy element: dV = pdpdedz

Kartézka soustava soufadnic - objemovy element: 0V = dxdydz



Moment setrvacnosti - valce

* moment setrvacnosti homogenniho valce

* pro osu otaceni prochdzejici hmotnym stfedem
ve smeru osy Z:

— ijdm =,o_[(x2 +y2)dv
M Vv

dV =rdrdedz Xt +y?=r"
vi2 2zRy 2Ry
p_[ jjr rdrdgodz—v,o.”r drde =
-v/2 0 0
R 1" VpRZ  MR?
=27szJ'r3dr:27sz — | =LY
: 4, 2 2
MR

z:2

Vv
X =T COS @
y=rsing
2=1



Moment setrvacnosti - valce

* moment setrvacnosti homogenniho valce 0
Z
* pro osu otaceni prochdzejici hmotnym stfedem M/i\ ,
ve sméru osy Yy nebo x: V=mRV
dV =rdrdedz — ]
:pI(ZZ+X2)dV - - — = -
v x* =r?cos’ ¢ r v
vi2 2zRy S~ —
=p j jj(zz+rzcoszgo)rdrdgodz= /x X = I COS
-v/2 0 0 .
=Trsin
vi2 2zRy vi2 2zRy y ®
=D _[ szrdrdgodz+p j jjrB(:os2 pdrdedz Z=1
—~v/2 0 0 ~v/2 0 0
Rz v/2 4 27 /3 vi2 R4
J, =p2r—- szz+pv ICOS pdo = prR?| — + N2
2 -v/2 3 ~v/2 4

3 R4 VZRZ
J:J:ﬂR2—+ V=M —+
=3, = R o R [ j



Moment setrvac¢nosti - koule

* moment setrvac¢nosti koule 0 A §
Z

* pro osu otaceni prochdzejici hmotnym stfedem
ve smeru osy Z:

2r RK

J, =pj(x2+y2)dv =pﬁ J'r4sin3.9drdl9dgo
V 00 O

X =Trcos@sin 9

dV =r?sin 9drd 3de X°+y*=r’sin’ 9
2o Re R y =rsin gsin 9
J = p”jr sin® gdrd 9d ¢ anj_fr sin® 9drd 9 = Z=rCcosd
00 O
R % 2 1 T2 4|1 4 2
=27p—X |sin®9d9==7 cos9+=cos’ $| ==r 5{}27[ ° R’
P e 5,0RK{ 3 l SIORK3 SPRKS

0

J =3 =3 =2MR?
5
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